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Aufgabe H1 (Größter gemeinsamer Teiler von Polynomen)

(a) Sei K ein Körper und K[x] der Polynomring der Polynome über K in einer Unbestimmten.
Zeigen Sie: Seien f1, . . . , fm ∈ K[x] (m ≥ 2), dann existiert GCD(f1, . . . , fm) und ist eindeu-
tig bis auf skalare Vielfache bestimmt.
Verwenden Sie dabei folgende Eigenschaft von K[x]: Für jedes Ideal I von K[x], existiert ein
f ∈ K[x], so dass I = 〈f〉.

(b) Benutzen Sie Maple, Mathematica oder Singular, um die GCDs der folgenden rationalen
Polynome zu berechnen:

• GCD(x4 + x2 + 1, x4 − x2 − 2x− 1, x3 − 1)
• GCD(x3 + 2x2 − x− 2, x3 − 2x2 − x + 2, x3 − x2 − 4x + 4)

(c) Überprüfen Sie, ob x2 − 4 ∈ 〈x3 + x2 − 4x− 4, x3 − x2 − 4x + 4, x3 − 2x2 − x + 2〉.

Aufgabe H2 (Monomordnung)

(a) Schreiben Sie folgende Polynome um, indem Sie die Monome entsprechend der Ordnungen
lex und grevlex neu sortieren.

• 2x + 3y + z + x2 − z2 + x3,
• 2x2y8 − 3x5yz4 + xyz3 − xy4.

(b) Zeigen Sie, dass grevlex eine Monomordnung ist.

Aufgabe H3 (Gröbner–Basen in Abhängigkeit von der Monomordnung)

Berechnen Sie mithilfe eines Computeralgebra–Systems Ihrer Wahl eine Gröbner–Basis von

• I1 := 〈x5 + y4 + z3− 1, x3 + y2 + z2− 1〉 bezüglich der Monomordnung grevlex mit x > y > z,

• I1 bezüglich der Monomordnung lex mit x > y > z,

• I2 := 〈x5 + y4 + z3− 1, x3 + y3 + z2− 1〉 bezüglich der Monomordnung grevlex mit x > y > z,

• I2 bezüglich der Monomordnung lex mit x > y > z.
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Aufgabe H4 (Gröbner–Basis)

Betrachten Sie die Polynome

xn+1 − yzn−1w, xyn−1 − zn, xnz − ynw

für n ∈ N. Teo Mora hat in [2] gezeigt, dass die (reduzierte) Gröbner–Basis bezüglich der Mono-
mordnung grevlex mit x > y > z > w das Polynom zn2+1 − yn2

w enthält. Überprüfen Sie dessen
Gültigkeit für n = 2, . . . , 5. Welche Kardinalität haben die Gröbner–Basen?

*
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