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Diskrete Optimierung ||
2. Ubung

Fourier-Motzkin-Elimination, Projektion und Farkas-Lemma

Gruppeniibungen
Aufgabe G1 Gegeben sei das Polyeder P = {z € R3|Az < b} mit
-1 0 0 0
0 -1 0 0
A= 111 und b= 1
1 1 -1 1
Ferner sei
2
H={xcR? 3z, — 21, +6x3 =6} undc= [ —1
1

Bestimmen Sie mit dem Projektionsalgorithmus die Projektion von P auf H entlang c.

Aufgabe G2 Sei P C R"™ ein Polyeder in H-Darstellung (d.h. P ist als Schnitt von endlich
vielen Halbraumen gegeben) und x € R" ein Punkt. Geben Sie einen Algorithmus an, der
eine trennende Hyperebene ausgibt, falls x nicht in P liegt, oder die Meldung ausgibt, dass
x in P liegt.

Was éndert sich, falls P in V-Darstellung, also als konvexe Hiille seiner Ecken, gegeben ist?

Aufgabe G3 Sei z(t) = (t,t%,...,t%) die Momentenkurve in R%. Wihlt man n > d + 1
Punkte t; < ty < --- < t, aus R, so heifit Cy,, := conv(z(t1), z(t2), ..., x(t,)) zyklisches
Polytop in R¢ auf n Ecken.

Zeigen Sie, dass je d + 1 Ecken xz(t;,), ..., z(t;,) von Cy,, affin unabhéngig sind.

Aufgabe G4 Zeigen Sie, dass jedes Polytop eine Projektion eines Simplex ist.

Hausiibungen
Abgabe am 02.05.2007

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Wenden Sie die Fourier-Motzkin-Elimination an, um festzustellen, ob das folgende Unglei-
chungssystem eine Losung besitzt:

2271 + 6%2 + 2$3 — X4 < 1
T — 2%2 + 31’3 + 24 S 0
—35(31 + 6ZE2 — 21’3 — 31’4 S 2 .
—T — 3372 — 31‘3 — 31‘4 S -3

3%2 + x3 + 24 < 2



D.h. fithren Sie das Projektionsverfahren sukzessiv fiir das obige System mit den Richtungs-
vektoren eq, es, e3 und e4 durch.

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Beweisen Sie den folgenden Satz: Es seien A € R™*™ und b € R™. Weiter seien D € R"™*"
und d € R" durch Fourier-Motzkin-Elimination der j-ten Variablen im Ungleichungssystem
Az < b berechnet worden. Es seien ferner I,J C M = {1,2,...,m} mit I N J = {,
IuJ=M,und ENF = R=1{1,2,...,r} definiere eine Partition der Zeilenindexmenge
von D wie folgt:

E:=p ' (ZND)U((N x P)n (I x I))),
F:=R\E.

Dann hat das System
Arx < b[, AJ.I‘ < by

eine Losung genau dann, wenn das System
DE‘J] < dE, DFZE < dF
eine Losung hat.

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Betrachten Sie die beiden folgenden Verkniipfungen auf R U {+o00}

© : (z,y) = min{z,y}
®© : (z,y) — z+y

(i) Zeigen Sie, dass (RU{+o00}, ®) und (RU{+o00}, &) kommutative Halbgruppen sind, die
auBerdem die Distributivgesetze erfiillen. Das Tupel (RU{+o0}, ®, ®) heiit tropischer
Halbring.

Fiir zwei Matrizen A = (a;;) € (RU {+00})*™ und B € (R U {+00})™*" ist dann das
tropische Matrizenprodukt definert durch

(A® B)ij = (i1 © b1j) ® (ai2 © b2j) B -+ D (Gim © bimy)-
Entsprechend werden tropische Matrizpotenzen definiert durch

A®L . A, A®k+1 — A@AQk

Weiter sei I' = ({1,...,n}, A) ein (gerichteter) Graph, in dem jeder Kante (i,j) € A ein
Gewicht w;; € Ry zugeordnet wird. Setze

wy o (4,]) € 4,
Ar = (a;;) € (Ry U {+o0})"™", wobeia;; =<¢ 0 D=7,
400 @ sonst.

(ii) Zeigen Sie, dass der Eintrag von AZ""! in Zeile 7 und Spalte j genau die Linge eines
kiirzesten Weges vom Knoten ¢ zum Knoten j ist.



