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Diskrete Mathematik
2. Ubung

Gruppeniibungen

Aufgabe G1 Zeigen Sie, dass die Summe der Binomialkoeffizienten im Pascalschen Drei-
eck in einer Diagonale von rechts oben nach links unten stets die Fibonacci-Zahl F), j ist
(dh. Fp=F =1,F,=F, 1+ F, 5 (n>2).

Beispiel: Das Startelement n =4,k = 3 ergibt 44+ 10+ 6+ 1 = 21 = F7.

Aufgabe G2 Beim Lotto werden sechs Zahlen aus {1,...,49} ausgewdhlt. Wie grof§ ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Menge zwei Zahlen mit Differenz 1 enthalt?

Aufgabe G3 Die Fuler—Zahlen A,k zéhlen die Permutationen 7 von {1,. .., n} mit genau
k Anstiegen, d.h. k Stellen ¢ mit m; < m;;1. Zum Beispiel haben wir fiir n = 3: A3y = 1,
Az, =4, Aso = 1. Zeigen Sie die Rekursion:

An,k = (n — k)An—l,k—l + (k + 1)An—1,k (TL > 0) mit A070 =1, A(),k =0 (k? > 0)

Aufgabe G4 Das Pascalsche Dreieck (etwas verschoben) ergibt einen verbliiffenden Prim-
zahltest. Wir nummerieren die Zeilen mit 0,1,2,...,n,..., und ebenso die Spalten. In die
n-te Zeile schreiben wir die n + 1 Binomialkoeffizienten (3), (T), ce (Z), aber verschoben
in die Spalten mit den Nummern 2n bis inklusive 3n. Schliefilich markieren wir eine dieser
n + 1 Zahlen, falls Sie ein Vielfaches von n ist. Die ersten Zeilen und Spalten sehen folgen-

dermaflen aus:

n\k |0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
0 |1

1 11

2 1 21

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

Zeigen Sie: Eine Zahl k ist genau dann prim, wenn alle Elemente in der k-ten Spalte
markiert sind. Hinweis: k£ gerade ist leicht und fiir £ ungerade beweise man zunéchst, dass

das Element in der n-ten Zeile und k-ten Spalte (k_”Qn) ist.



Hausiibungen
Abgabe am 03.05.2006

Aufgabe H1 (5 Punkte)

Zeigen Sie:
(a)( b .>:(a+b) mit a,b,n € IN.
—~\i/\n—i n

Definition 1. Gegeben sei eine Permutation m € Sym(n). Fine Inversion von m ist ein
Paar m;,7; mit © < j aber m; > w;. Zum Beispiel hat 1 4 3 5 2 die Inversionen 4,5; 4,2;
3,2; 5,2.

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Sei I, ;, die Anzahl der n-Permutationen mit genau k Inversionen.
Zeigen Sie:

(i) In,() = 17
(1 -[n,k = ]m( )719 (k) = 0, ey (g))

i) )
2

(ili) Lng = -1k + Ing—1 fir k < n. Gilt dies auch fiir k = n?

(iv) Z(g)o(_l)kfn,k =0,n>2.

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Sei ¢, die Anzahl der Permutationen 7 von {1,...,n} mit exakt k Zykeln. Die Zahlen
Spk 1= (—1)”*kcn’k heilen Stirling—Zahlen der ersten Art. Beweisen Sie fiir die Zahlen ¢,
die Rekursion:

ok =Mm—1) Ccpo1p+ o1 -1 (0, k> 1),

wobei ¢, = 0 fiir n < 0 oder k£ <0 auler ¢pp = 1.

Aufgabe H4 (5 Punkte)
Auf wie viele Arten kann ein Konig von der linken unteren Ecke eines Schachbrettes nach
der rechten oberen ziechen, wenn er stets nach oben, nach rechts oder diagonal nach rechts
oben zieht?

Hinweis: Setzen Sie r gleich der Anzahl der Diagonalziige und summieren Sie dann tiber 7.



